SIMULAZIONE DI PROVA D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO

Risolvi uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1
Considera la famiglia di funzioni
kln x* >0
jz<x>={ P
0 se x=0

) Inx* se x>0
e la funzione g(x) =
0 se x=0

1. Determina per quale valore di £ la funzione f, e g hanno la stessa tangente nel punto di ascissa 1.

2. Detta fla funzione determinata al punto precedente, studia la continuitd e la derivabilita di fe g nel
punto x=0.

3. Studia le funzioni f'e g e disegna i grafici riferiti allo stesso sistema cartesiano ortogonale.

4. Calcola l'area della regione finita di piano delimitata da fe da g, appartenente al semipiano xz?.

PROBLEMA 2

In una circonferenza di diametro AD= 2r ¢ inscritto il triangolo isoscele ABC di base BC. Costruisci la pira-
mide che ha per base il triangolo ABC e altezza il segmento AV congruente a BC.

1. Posto AH= x, essendo H il punto medio del segmento BC, determina la funzione y= f(x) che esprime
il volume della piramide ABCV.
2. Disegna il grafico di f'e determina per quale valore di x il volume della piramide € massimo.
. In corrispondenza di tale valore determina I'angolo formato dalle facce ABC' e VBC.
. Se ), ¢ il valore del volume massimo, calcola I'area della regione finita di piano appartenente al semi-
piano x=0, delimitata dalla funzione fe dalla sua simmetrica rispetto alla retta di equazione y= y,.

E AN

QUESTIONARIO

BN Determina un’espressione generale delle coppie di numeri interi relativi che risolvono 'equazione:

3x+5y=6.

[ 2 | L’equazione ‘xz -1 ‘ + ‘4 - yz‘ = 0 nel piano cartesiano determina:

a) due rami di iperbole.

b) 'unione di un ramo di iperbole con un arco di circonferenza.
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©) due punti soltanto.
d) I'insieme vuoto.

€) quattro punti soltanto.

Soltanto una delle alternative proposte ¢ giusta.
Rispondi dando adeguata motivazione.

La proposizione: «un cono € equivalente a una piramide con base equivalente e altezza congruente a quel-
la del cono» ¢ vera o falsa? Motiva adeguatamente la risposta.

Determina la funzione y=f(x)sapendo che:
5
y'==5e" p'O=5 yO=5- -

Sia data la funzione
f:A—=R con A sottoinsieme proprio di R, fderivabile Vx &€ A.

Discuti la verita della seguente proposizione dando esauriente motivazione e riferendo almeno un esem-
pio:
«condizione necessaria e sufficiente affinché f'sia crescente (decrescente) su A ¢ che risulti

[0>0 (f'(0<0) VxE 4.

“(n
Dimostra la seguente formula: Z ( /e) =2"
k=0

Dimostra che la funzione
1
X)=—"""—
S x*+x+1

1
¢ biiettiva nell'intervallo {— BE + 00[.

Determina il campo di esistenza, il codominio e I'espressione analitica della funzione inversa.
E data la funzione f(x) continua su tutto R e della quale si sa che:
1
f fdx=a, oER.
0
ke[ x
Per quali valori reali di ## 0 ¢ possibile calcolare l'integrale f f A dx? Fornisci un esempio.
0

Dimostra la seguente proposizione:
Se f& una funzione strettamente positiva, derivabile in tutto il suo dominio e tale che, f'(x) = f(x) — [ A,

allora la funzione reciproca fi(x) = soddisfa la seguente relazione:

1
S0
S1(0 + fi(x0) = 1.

Se eliminiamo l'ipotesi «strettamente positiva» la proposizione ¢ ancora vera?

Dimostra che la funzione y= x*— x— 1 interseca l'asse delle ascisse in due punti.
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SOLUZIONE DELLA SIMULAZIONE D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO

Il PROBLEMA 1
1. Riscriviamo le funzioni applicando le proprieta del logaritmo:

kxlnx se x>0 x’lnx se x>0

k>0; =
0 se x=0 8w {

Sl = {

0 se x=0
Tutte le funzioni date sono continue e derivabili per x>0, con derivate:
fr=klnx+k g'(x)=2xlnx+x quindi fL(D=4k g'(1D=1.
Percio f; e g hanno la stessa tangente in x=1 se f3,(1) = g'(1), ossia se

k=1.

2. Indichiamo con f(x) la funzione f(x) corrispondente a k= 1:

xlnx se x>0
x) = .
S { 0 se x=0
. oy x , U
h% xlnx= hrr01+ T = hn([)1+ 7 =0 (De L'Hospital)  pertanto f€ continua per x=0.
x 2

+h) — Inh—
i LD Zf© - blnb=0

h—0* b h—0* b h—0*

La fnon ¢ derivabile in x=0 nel senso che la derivata diverge negativamente quindi ha per tangente
l'asse delle ordinate.

1
o . Inx x o
lim x*lnx=lim =lim =0, pertanto g ¢ continua in x=0.
x—0" w0t 1 x—0" 2
2 3

. 80+h—-gO® . b*lnh—0
hm—:hm—

=lim hInh=0.
b0+ b h—0* h—0*

La g ¢ derivabile in x=0 e ha per tangente I'asse delle ascisse.

3. Studio di fe g
Segno di fe intersezioni con gli assi:
xlnx>0 per x>1 — <0 se 0<x<1
Sl >0 se x>1
S =0.

lim xlnx=+o

'X‘_)+w . . . . - . .
x — fnon ha asintoti orizzontali né obliqui.

lim =lim Inx=+o

x—>+w X x—>+w
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Derivata prima: crescenza e decrescenza,
massimi e minimi:

[ =Inx+1>0 per x>¢! — fé crescente per x> ¢ !
f& decrescente per 0 <x< el

A(e™'; —e ") minimo relativo e assoluto.

1
f')=—>0 Vx>0 — concavita verso l'alto.
x

Segno di g e intersezioni con gli assi:

x*In x>0 per x>1 — g(0<0 se 0<x<1
g(0)>0 se x>1
g =0.
Jlim x*lnx=+o
2n x — g non ha asintoti orizzontali né obliqui.
,}ﬂl@o . :,}E?w xlnx= 4+

Derivata prima: crescenza e decrescenza,
massimi e minimi:
1 1
g'(W=xQlnx+1D>0 per x>e 2 — g¢ crescente per x>e 2
1
— g ¢ decrescente per 0<x<e :2

_1 1
B(e 2; _76)_1) min. rel. e assoluto.

_3 _3
g"(=2lnx+3>0 per x>e 2 — concavitd verso l'alto per x>e¢ 2

_3
concavita verso il basso per 0 <x<e 2
33
Cle 2;—79’3 punto di flesso.

x=1 900/ /()

<(Figura 1.
4. Larea richiesta & data dal seguente integrale che calcoleremo per parti:

1 3 2 1 1 3 1 2 1
Jl (x*Inx— xlnx) dx= [x?lnx—x?lnx} —fl (x___x__) dx=

1

4 4 4
1/ 42 3 2T
ILln4—iln4— 1<x——ﬁ)dx=—m—{x——x_}l _ :i_ 5In2 .
192 32 -\ 3 2 192 9 4 |- 8 96
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Bl PROBLEMA 2

1. Costruiamo la figura.
Vv

1o)

< Figura 2. A Figura 3.
1l dominio geometrico della variabile AH= x ¢ l'intervallo 0 < x=<2r: -
Scriviamo l'espressione del volume della piramide ABCV tenendo conto che AV= BC=2BH:

___i N

1 — 1 — — 2 —
V,=—Sypc* AV=—+—"BC- AH- AV= S-BH-AH-(ZBH)=?-BH2~AH

1
3 3 2
Applichiamo il secondo teorema di Euclide al triangolo rettangolo ADB (inscritto in una semicirconfe-
renza) per esprimere BH in funzione di x:
BH*= AH- HD
AH=x, HD=2r—x — BH*=xQ2r— .

Ora scriviamo il volume della piramide in funzione di x:

2 2 4
V,=f(x0) = ?x(Zr— xXx=— ?x5 + 3 % x€[0; 27

2. Disegniamo il grafico eseguendo lo studio completo della funzione su tutto il suo campo di esistenza
cio¢ Vxe€ R.
f¢& un polinomio di terzo grado quindi € continua e derivabile Vx€ R, non ha asintoti, ha un punto di
flesso.
Segno e intersezioni con gli assi:

2
fl)>0 < ?XZ(ZV— x>0, x<2r;

2
f(0<0 < ?XZ(ZV— 2 <0, x>2r Ax#0;

J(x) =0 < x?=0 (radice doppia) oppure x= 2.

2r X

p> Figura 4.
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In x=2rla funzione interseca l'asse delle ascisse. In x=0 la funzione ¢ tangente all'asse delle ascisse
perché ha una radice di molteplicita 2.
Derivata prima: crescenza e decrescenza, massimi € minimi.

8
flo=—2x*+ ey rx  dunque:

4 4
<0 < x<0va>—r; [fl0>0 < 0<x<—r

dominio
geometrico

i + s -
\ O/Vgrzr\A o
f
< Figura 5.

0=(0;0) ¢ punto di minimo relativo;
4 64 . . , )
M=\—r,—1r’ ¢ punto di massimo relativo.
3 81
Nellintervallo [0; 27] la funzione, e quindi il volume della piramide, ha il massimo assoluto j, =——1?
4
per % =—r

Completiamo lo studio con I'analisi della derivata seconda per la concavita e i flessi.
”n 8
[ =—4x+—r dunque:
3
2
[0 <0 < x>—1, concavitd verso il basso;
" 2 PN s
f")>0 < x<—7r, concavitd verso l'alto;

2 2
F(— r; Ll 75> punto di flesso.
3 781

_‘

D

v
<

r=1
A Figura 6.

:

WIN
WiIhs +
N,

x

<(Figura 7.
3. Le facce ABC'e VBC formano un diedro convesso la cui sezione normale VHA ¢ I'angolo richiesto. De-

terminiamo VHA mediante la sua tangente goniometrica:

t(VﬁA)—ﬂ
& AH
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42

_ 4 -
POiChéAHZXO:?VGAVZZBHZZ\/XO(ZV—XO = r  avremo:

tg(VAAD=V2  (VAA=57,735...°.

4. Tracciamo il grafico sommario della funzione simmetrica di frispetto alla retta y= 3, = o ¥ senza rica-

vare la sua espressione analitica.

/ r=1
S B M
. Yo= %‘
(0] X
Xo =% 2
<(Figura 8.

L'area da determinare, evidenziata con un fondino, ¢ doppia dell'area della regione di piano delimitata

dalla retta y= y, dall'asse delle ordinate e dalla funzione f. Pertanto:

4 4 4
L L 64 L2 4
SOA/LA:ZSO‘MBZZJO3 (yo_f(x))dx=2fo3 8—175dx—2j05 (—?x3+?rx2>dx

Calcoliamo i due integrali separatamente.

4 4
<7 64 12 Py 12
2|3 6—r3dx=—873[x]05 _2 i
o 81 81 243
i i I
st (—iaﬁ-l-imz)dx:—i[iaﬂ} +§r[ix3}3 __ 26 o 512 - 25,
0 3 3 304 o 3 L3 1o 243 243 243

1l valore dell’area & dunque:

g 120 26 256

243 a3 T 243 |

Bl  QUESTIONARIO

BN Ricaviamo la yin funzione di x, quindi scriviamo le soluzioni dell'equazione:
_ 6—3x
5

y € un numero intero se il numeratore 6 — 3x= 3(2 — x) ¢ multiplo di 5, ossia se

6—3x

y — (x;yZ )con x, yEZ.
2—x=0,%5+10,+15,...=5p —> «x=2-5p, pEL.

La soluzione dell'equazione ¢ data dalle seguenti coppie ordinate di numeri interi:

(x=2-5p; y=3p, peL.
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BN 1a funzione valore assoluto per definizione & non negativa quindi l'equazione |x*—1|+|4—*| =0¢

equivalente al sistema:
|x?=1] =0
{ [4=»*|=0"
Le sue soluzioni sono:

x==x1 L .
ossia i quattro punti (1; + 2), (—1; %= 2).
y=%x2

-4-3-2-10 12 34 X

-2

=3

-4 .
<(Figura 9.

| 3 Disponiamo il cono e la piramide con le basi nello stesso piano « e i vertici nel medesimo semispazio.
Poiché i due solidi hanno la stessa altezza, i vertici appartengono a uno stesso piano  parallelo ad a e
ogni altro piano +y a essi parallelo e che intersechi uno dei due solidi interseca anche l'altro.
Il cono e la piramide hanno basi equivalenti quindi, come conseguenza del teorema di Talete nello spazio,
le sezioni intercettate da y sono equivalenti perché equidistanti dai rispettivi vertici. Per il principio di Ca-

valieri i due solidi sono dunque equivalenti.

< Figura 10.

| 4 L'espressione generale della derivata prima della funzione incognita ¢ data dall'integrale indefinito della

sua derivata seconda:
Yy :f =5 dx=5e"+ k.

La derivata prima della funzione richiesta ¢ quella che soddisfa la condizione:

Se %+ k=5—=k=0 quindi )y =5e"
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In modo simile determiniamo I'espressione generale della funzione incognita:
yZJ Se Ydx=—5e "+ k.
, . . 5
In particolare, dovendo essere soddisfatta la condizione y(1) =5 ——, avremo:
e

— 5o+ /eZZS—%_’/@ZZS quindi y=5(1—e™.

A Una funzione [+ A— R si dice crescente su A se Vi, %, € A, con x; < x, si ha fla) < o).
La funzione f, derivabile in A4, puo essere crescente su A e avere derivata nulla in qualche punto. Per
esempio la funzione f(x) = x3 xE€[—1; 1], & crescente sullintervallo [—1; 1] ma f'(0) = 0 (figura 11.a). Per-
tanto la condizione f'(x) >0 Yx€ A non & necessaria.
Se la derivata di f'¢& positiva Yx€ A pud tuttavia accadere che flxy) > flx) per qualche x, 0, € A, x <.

1
Per esempio la funzione flx)=——, x€(R —{0}), & derivabile in tutto il dominio perd f(—1)> A1)
X

pur essendo —1<1 (figura 11.b). Questa funzione & crescente nei due sottoinsiemi disgiunti R~ ed R*
ma non su (R —{0}). Pertanto la condizione f'(x) >0 Yx&€ A4 non ¢ sufficiente.
La proposizione ¢ dunque falsa.

y y= .x3 y y= —)1—(
Il / x o x
-1 o} 1 0]
a. b. < Figura 11.
n ~ . . . . . . . . . . . . ~
[ 6 | L) per k=1, 2, ..., n, ¢ il numero delle combinazioni semplici di 7 elementi distinti di classe & ed ¢

anche il generico coefficiente dello sviluppo di (a+ b)", ossia:
(a+br=> ( ”)m%@
im0\ R
Basta dunque scegliere @ = b= 1 per ottenere:

A+D"= i ( Z)l”k"l""—>2"= Z ( Z) cv.d.

=0 =0
La funzione data & continua (il denominatore non ha radici reali ed & positivo Yx€ R) e derivabile su R.
Dallo studio della sua derivata prima

2x+1

o= (x*+ x+1)?
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otteniamo:

1
< — - S0 >0 e fcrescente;

1
x>—? —=  f(0)<0 e f decrescente;

1 (1 1 4
x=—— — fll=—|=0e M|——;— | maxrel. e ass.
2 2 23
Nell'intervallo | — > + | la funzione ¢ monotona decrescente e quindi ¢ biiettiva e perciod invertibile (fi-
gura 12.2).
Questo intervallo ¢ anche il codominio della funzione inversa.

4 4
Poiché in tale intervallo la f¢& strettamente positiva e ? é il massimo assoluto, l'intervallo |0; ? e il co-

dominio di f'e quindi il dominio della sua inversa f~! (figura 12.b).

y
4
13
110\ X
e
a. La funzione f. b. La funzione inversa di f. <Figura 12.

Per determinare l'espressione analitica di /™! poniamo y= f(x) e risolviamo 'equazione ottenuta rispetto
alla variabile x:

1
A ra—— 1 1 /4
x*+x+1 X+ e+ y—1=0 x=——x— [—=3
1 4 T
XE|——;+»|; yE |0; — RS
2 3

1
Scegliamo la soluzione con «+», compatibile con la condizione x= — > € scambiamo le due variabili per
ottenere l'espressione analitica di /™~

__ L 14
VTTR TN

KN calcoliamo I'integrale incognito col metodo della sostituzione:

=0 =k
ﬁ=t — {x , {x , dx=kdtl,  pertanto
k t=0 =1

fk <i>dx—/ef (D dt= ko, k%0
Of A = Ofl 1= ka, .
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Un esempio semplice ¢ il seguente:

1 1 SMx x? x x3 B 1 1
— 2 = — = —_ _ =l — = = —= — 2
J(;(x x%) dx 6,Ie 3 f0<3 9) /X [ ]0 = BJO(x x4 dx.

KA palle ipotesi su f deduciamo immediatamente che f; esiste per tutti i punti del dominio di f; inoltre:

1

S0 =— e [
Pertanto, poiché per ipotesi & f'(x) = f(x) — [ fAx)), si ha:
_ 2
J1(0) + fi(x) = — S0 = /) + ! ! ! cv.d.

= - +1+ =1
[f(oP S0 S0 S0

Se eliminiamo l'ipotesi «strettamente positiva» la proposizione non ¢ vera perché la funzione f; non esiste
per quegli x tali che f(x) = 0. Naturalmente la proposizione rimane valida se la funzione data € strettamen-
te negativa.

BN 12 funzione & continua e derivabile in R e non ha radici razionali.
Osserviamo che:

lim y=+w

x—>*ow

1
y'=4x’—-1 — perx< ~i Y ¢ strettamente decrescente

1
per x> i ) € strettamente crescente

1 1 1
per x= N Y= i NT 1<<0 ¢ il minimo assoluto.

Per il teorema di esistenza degli zeri la funzione si annulla in due punti soltanto.
Il primo ¢ compreso fra —1 e 0 perché y(=1)=1e p(0)=—1.
Il secondo ¢ compreso fra 1 e 2 perché y(1)=—1e p(2) = 13.
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Per esercitarti ancora sugli argomenti trattati nel

Svolgi il

Problema 1 e Problema 26 pag. W 140

e Problema 11 pag. V 91

e Problema 12 pag. S 183
Problema 2 e Problema 23 pag. V 285

* Esercizio 252 pag. W 121
Quesito 2 e Esercizio 384 pag. S 70

e Esercizio 391 pag. S 70
Quesito 3 e Teorema delle sezioni parallele di un angoloide

pag. 24

e Esercizio 105 pag. m 83

¢ Esercizio 106 pag. 7 83
Quesito 4 e Problema 18 pag. W 71
Quesito 5 * Quesito 1 pag. V 288
Quesito 6 * Quesito 10 pag. W 177
Quesito 7 e Esercizio 114 pag. V 125
Quesito 8 e Quesito 4 pag. W 151

Quesito 10

Quesito 6 pag. V 136
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